Matematicas Basicas

CapituLo | : CONCEPTOS FUNDAMENTALES

1.1 La igualdad entre nimeros reales .

Usamos nimeros reales todos los dias para describir cantidades, por ejemplo : precios , descuentos ,
distancia, volumen, la hora del dia, etc. Para representar niimeros reales usamos simbolos tales como

(2)

4
0, =5, m, =, 2377777 , 2, 32\ log,-(13)  etc.

También podemos usar un simbolo literal (una o mas letras ) para representar el valor de algin nimero real,
porejemplo X, y,a,s,t etc.

Si la literal puede tomar mas de un valor numérico la llamaremos variable ; pero si toma un sélo valor, se
llamara constante .

Se define la igualdad entre dos nimeros reales A y B como una proposicién de que ambos representan el
mismo valor numérico y se denota por el simbolo: A = B .queselee "Aesigual a B".Losnimeros A

y B se llaman primero y segundo miembros de la igualdad respectivamente .
Por ejemplo, yaque (7—3) y (10 —6) representan ambos el nimero 4 , escribimos: 7—3 =10—6
Una igualdad absoluta , se cumple para cualquier valor que representen A y B y se llama identidad

Una igualdad condicional , se cumple sélo para ciertos valoresde A y B vy se llama ecuacion

PROPIEDADES DE LA IGUALDAD

PROPIEDAD SIGNIFICADO REPRESENTACION
| Reflexiva Todo nimero real es igual a si mismo A=A
Il Simétrica. Si el nimero A es igual al nimero B, A=B —> B=A

entonces también es cierto que B es igual
al nimero A

Il Transitiva. Si dos nimeros son iguales a un tercero, A=By B=C - A=B
entonces son iguales entre si

IV Substitucion Si A = B, entonces el nimero A puede ser
reemplazado por B en cualquier proposicion

que involucre al nimero A
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Una consecuencia importante de la propiedad de substitucién es que nos permite

Sumar la misma cantidad (cualquiera que ésta sea ) o multiplicar por la misma cantidad
(cualquiera que ése sea excepto el cero ) a los dos miembros de una igualdad , sin que ésta
pierda su validez o altere su valor .

Las siguientes reglas son una consecuencia de éstas cuatro propiedades fundamentales de la igualdad.

REGLA SIGNIFICADO

I Aditiva Si A=B ,entonces A+ C=B+C otambién A-C=B-C

Il Multiplicativa. Si A= B ,entonces A-C = B-C o también g = % para C # 0.
Las inversas de éstas reglas son :

111 Cancelacién aditiva Si A+tC=B+C o A-C=B-C entonces A=B

IV Cancelacion del producto  |Si A-C = B-C o = entonces A= B

B
C

o>

DEMOSTRACION DE LA REGLA ADITIVA :
Supongamos que A , B y C son nimeros realesy que A = B, entonces ...

A + C esunnumero real (lasuma de dos nimeros reales es otro nimero real)
A+C=A+C fodo nimero real es igual a si mismo (propiedad reflexiva de la igualdad)

A+C=B+C puesto que A y B son iguales, se ha substituido A por B en el 2° miembro
DEMOSTRACION DE LA REGLA MULTIPLICATIVA:

A-C es un nimero real (el producto de dos nimeros reales es otro nimero real)
A-C = A-C todo nimero real es igual a si mismo (propiedad reflexiva de la igualdad)

A-C = B-C puestoque Ay B son iguales, se ha substituido A por B en el 2° miembro
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1.2 Operaciones fundamentales con los nimeros reales.

El conjunto de nimeros reales se construye con la unidn de los siguientes subconjuntos de nimeros :

Naturales : N={01,2,3,4,....0}
Enteros : Z={»... 4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ... o}
Racionales : Q={m-=+n| m,neZ}

( Todos los nimeros que se expresan como el cociente de dos
ndmeros enteros My n Con n # 0.)

Irracionales: | ={ Todos los nimeros que no son racionales }.

donde el simbolo: oo ( infinito ) denota una cantidad mayor que cualquier nimero por grande que éste sea .

Existen también cuatro operaciones binarias fundamentales entre dos nimeros reales A 'y B :

NOMBRE SIMBOLO(S) COMPONENTES
I. adicién o suma : A+B A y B se llaman sumandos
I. multiplicacion o producto : A-B, AxB, (A)-(B) Ay B se llaman factores
I11. substraccion , diferenciaoresta: A —B A se llama minuendo y B sustraendo
IV. divisién o cociente : A+B, A/B, g A se llama dividendo o numerador

y Bse llama divisor o denominador

donde se define. . .
e Lamultiplicacion como una suma abreviada , es decir si el mismo nimero A se suma B veces:

(A+A+A+ e, + A)

el resultado de la suma es el nUmero A-B .

Porejemplo: (5)-(3) =5+5+5=15  esigual atres veces cinco o también . . .
=3+3+3+3+3=15 escinco veces tres.

(‘esta idea se extiende aun en el caso de que B no sea un nimero entero )

e Laresta como la operacion inversa de la suma , es decir si B es el nimero que sumado con A es igual al

nimero C:
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A+B=C

entonces C es también el nimero que al disminuirse en la cantidad B, da como resultado el
ndmero inicial A .
C-B=A

Porejemplo: Si 3+ 8 = 11 ,entonces 11 -8 = 3.

e Ladivision como la operacion inversa de la multiplicacion , es decir si B es el nimero que
multiplicado por A da C
AB=C

entonces C es el nimero que dividido en B partes iguales genera el nimero A de partes iguales,
es decir . . .

A:E
B

. . 42 - . ~
Por ejemplo: Si  (7)-(6) =42 , entonces: - = 7, el 42 sedivide en 7partes iguales de tamafio 6

Con excepcion de la division por cero , todas estas operaciones estan definidas para cualquier par de
nameros reales .

1.3  Larecta numérica .

Una linea horizontal con un punto escogido arbitrariamente como el origen para representar al nimero 0
(cero), sirve para representar y ordenar a los nimeros reales.

Los numeros positivos se colocan a la derecha del origen a una distancia proporcional a su valor y quedan
ordenados asi en orden creciente.

Los nimeros negativos se colocan a la izquierda del origen a una distancia proporcional a su valor absoluto
y quedan ordenados asi en orden decreciente.

En otras palabras, la distancia desde el cero (el origen ) hasta cualquier punto de la recta, es igual al valor
absoluto del nimero real gue representa ese punto. Si tal distancia se mide hacia la derecha, el nimero es
positivo, si se mide hacia la izquierda, entonces el nimero es negativo.

-

direccion negativa i direccién positiva

PYEErr bttt

6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Notese que aunque solo se han representado los puntos correspondientes a nimeros enteros, entre cada par
de puntos consecutivos existe una infinidad de puntos de la recta, es decir, entre cada par de enteros
consecutivos existe también una infinidad de nimeros reales
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De éste modo :

1. Cada punto sobre la recta representa un niimero real Unico .
2. Cada numero real corresponde a un punto Unico sobre la recta .
3. Quedan ordenados todos los nimeros reales de menor a mayor, de izquierda a derecha .

Si un namero real X es positivo, significa que se localiza sobre la recta numérica a la derecha del origen, lo
cual se denota por el simbolo: X > 0.

Si el nimero Z es negativo, significa que esta a la izquierda del origen, lo cual se denotapor: z < 0 .

De manera general, si el niamero X esta a la izquierda del numero Yy sobre la recta numérica ,entonces se

dice que X es menor que Y , lo cual se escribe como: X <y

En los siguientes esquemas las distancias OA y OB sobre la recta numérica real representa los nimeros X

e y respectivamente. Ademas el nimero —y corresponde a una distancia igual a OB pero medida en
sentido negativo.

Notese que la diferencia (X —y) = OA— OB esigual a ladistancia OA + AP donde AP esigual a
la distancia OB pero medida a partir del punto A y en sentido opuesto a OB.
De éste modo, los posibles casos para los que se cumple la desigualdad x < y (cuando X estaala

izquierda de y ) son:

CASO | :
ambos ntimeros son positivos: X > 0 ; y > 0.

Dado que y €s positivo, el nmero —y se mide

hacia la izquierda a partir del punto A . X

Ladistancia OA + AP que representa al nimero

}
OO
v

(X — y) queda entonces a la izquierda del origen

(porque OA es menor que la distancia AP ) -y

CASO Il :
ambos ntimeros son negativos: X < 0 ; y < 0.

A

Dado que y €s negativo, el nimero —y se mide hacia

la derecha a partir del punto A .

Ladistancia OA + AP que representa al nimero A B P 0

WX

(X — y) queda asi a la izquierda del origen (porque OA -y
es mayor que la distancia AP )
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CASO III :
el nmero X es negativo (x < 0) Yy el nimero y es positivo (y > 0).

Dado que y es positivo, el nimero —y se

X
mide hacia la izquierda a partir del punto A Y la y ,

P — =
distancia OA + AP -5 O >
que representa al nmero (X —y) queda vy A 0] B
también en este caso a la izquierda del origen.

Se puede afirmar por lo tanto que . . .

Si X <y entonces X —y esun numero negativo

Si X —y esunnumero negativo entonces x <y

Por otra parte, cuando el numero X queda a la derecha del nimero Yy sobre la recta numérica, se dice que X

es mayor que Y , lo cual se denota como X >y

Usando un razonamiento semejante al anterior, se representan ahora sobre la recta numérica real los
posibles casos para los que se cumple la desigualdad X > y (cuando X esta a la derechade y )

CASO I :
ambos ntimeros son positivos X > 0 ; y > 0.

Dado que y €s positivo, el nmero —y se mide X

Y

hacia la izquierda a partir del punto A . y

Yo

Ladistancia OA + AP que representa al nimero O . >
@)

(X — y) queda entonces a la derecha del origen (la

distancia OA es mayor que la distancia AP ) -y

CASO Il :
ambos ntimeros son negativos X < 0 ; Yy < 0.

Dado que y €s negativo, el nimero —y se mide

e y
hacia la derecha a partir del punto A r Ny
Ladistancia OA + AP que representa al nimero Py P
A\ ’?_>
(X — y) queda entonces a la derecha del origen ( la B A 0]
distancia OA es menor que la distancia AP ) y >
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CASO 1l :
el nmero X es positivo (X > 0) y el nimero yes negativo (y < 0).

Dado que y es negativo el nimero —y se

mide hacia la derecha a partir del punto A y <—y | -y :
X —
la distancia OA + AP -
que representa al nimero (X — Y) queda : O o—s-
o) B o) A P

también en este caso a la derecha del origen.

Se puede afirmar por lo tanto que . . .

Si X >y entonces X — Y esun nimero positivo

Si X —Yy esunnumero positivo entonces X > Yy

Los simbolos " <™ y ">"se llaman de desigualdad y a veces se combinan con uno de igualdad " =
como sigue :

<b que se lee: " El nimero a es menor o igual que el nimero b"

a>b que se lee: " El nimero a es mayor o igual que el nimero b"

Las desigualdades se usan para denotar subconjuntos de nimeros reales, es decir intervalos o partes de la
recta numérica .

Por ejemplo:
Desigualdad Subconjunto correspondiente de ndmeros reales :
X <2 Todos los puntos X de la recta numérica que estén a la izquierda del nimero 2

—2 <y <3 Lospuntos Yy de larecta numérica comprendidos entre —2 y 3

Z > —5Todos los puntos z sobre la recta que quedan a la derecha del nimero —5

1.4 Regla de los signos para la suma.

Dado que un numero real representa una distancia medida sobre la recta numérica, es evidente la
siguiente convencion:

e Unadistancia x medida hacia la izquierda representa un ndmero negativo de valor —x.

e Unadistancia x que se mida hacia la derecha representa un nimero positivo de valor x

Si X e Yy sondos nimeros con el mismo signo, significa que se miden en la misma direccion sobre la

recta numérica y por lo tanto (X + y) es la unién de sus distancias, ya sea ambas hacia la derecha , o
ambas hacia la izquierda
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y y
O o—o ==
0] B A P

Suma de dos numeros positivos X > 0, Yy > 0
La suma de las distancias OA y OB = AP
genera un punto P a la derecha del
origen, por eso la suma x + y de dos
ndmeros positivos es siempre positiva:

[OA+0OB=0A+AP = (x+Yy) >0]

y y
: [
— x
O0—0 O =
P A B (0]

Suma de dos nimeros negativos X < 0, Y < 0
La suma de las distancias OA y OB = AP
genera un punto P a la izquierda del
origen, por eso la suma x + y de dos
ndmeros negativos es siempre negativa:

[OA+ AP = x—-y=—(x+Y) <0]

Cuando se suman dos nimeros reales de distinto signo, significa gue se miden en direcciones opuestas a

partir del origen sobre la recta numérica , y por lo tanto la distancia més grande ( OA o OB)
determinara si la suma entre ellas es positiva 0 negativa .

T S S — |
X _

O—o =
B o P A

Sumade X >0 ey <0

Si la distancia OA que representa al
numero x es mayor que la distancia OB
que representa al numero -y , entonces
el punto P quedara a la derecha del
origeny la suma (x + y) representara a
un ndmero positivo ; en caso contrario, es
decir si OA < OB entonces el punto P

quedara a la izquierda del origen y la
suma (x +y) sera negativa

y . y
< -X E
o—CO O—
A P O B

Sumade X< 0€ey>0

Si la distancia OA que representa al
numero —xes mayor que la distancia OB
que representa al numero y entonces el
punto P quedara a la izquierda del
origeny la suma (x + y) representara a
un nimero negativo; en caso contrario, es
decir si OA < OB entonces el punto P
quedara a la derecha del origeny la
suma (x +y) sera positiva.

Con base en el anterior analisis, ahora podemos enunciar las reglas para sumar algebraicamente dos

ndmeros reales :
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Regla para la suma de dos nimeros reales que . . .

tienen el mismo signo : tienen signos opuestos :
Sumar los valores positivos de los Hallar la diferencia de los valores positivos
nameros y preceder el resultado de su de los nimeros y anteponer al resultado el
signo comUn signo del nimero que representa la mayor
distancia
Ejemplo 1 :
e 3+(-5)

Tienen signos opuestos y su diferencia es 2, asi que se debe anteponer a este resultado el
signo (—) del nimero correspondiente a la mayor distancia (el 5), para obtener: 3 + (-5)= —2.

e (-8)+(-7)
Tienen el mismo signo, y su sumaes 15, asi que hay que anteponer a este resultado el signo
(— ) comun de ambos nGmeros para obtener: (—8) + (—7) = —15 .

e (-9)+12
Tienen signos opuestos, su diferencia es 3. Se debe preceder este resultado por el signo ( + ) del
numero correspondiente a la mayor distancia (el 12 ) para obtener: (—9) + 12 =3

( Generalmente, el signo positivo al inicio de una expresion es implicito y no se
escribe , por eso escribimos 3 yno + 3 ;17 yno + 17)

1.5  Construccion y propiedades de los nimeros reales .

El conjunto de nimeros reales es cerrado bajo las cuatro operaciones fundamentales, es decir, la suma,
la diferencia, el producto y el cociente de dos nimeros reales, da como resultado un nimero que también
es real .

e Definicién de cerradura : Un conjunto dado es cerrado bajo cierta operacion, si al aplicar tal
operacion a un par de elementos del conjunto se obtiene como resultado otro elemento que también
pertenece al conjunto.

El conjunto N ={1,2,3,... }delosnimeros naturales, es evidentemente cerrado para la sumay la
multiplicacion . (sume o multiplique cualquier par de nimeros naturales y obtendré de nuevo un nimero
natural ), por ejemplo 2+3 =5 0 (2)-(3) = 6 .

Sin embargo, la diferencia de dos nimeros naturales puede que no sea ya un numero natural, por ejemplo :
2 —3 = —1 peroelnimero — 1 no esta en el conjunto de nimeros naturales N sino en el de los enteros

Z.

Por otra parte, la division de dos nimeros naturales: (—j definitivamente no es un nimero natural
m

salvo en los casos muy especiales cuando m = 1 o cuando el nimero n es un maltiplo entero de m .
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En resumen, el conjunto de nimeros naturales no es cerrado bajo la resta o la division .

En cambio, el conjunto de nimeros enteros : Z ={...-3,-2,-1,0, 1, 2,.. .} si es un conjunto

cerrado para la suma, la multiplicacion y la resta (sume, reste o multiplique cualquier par de nimeros
enteros y obtendré como resultado un nimero que también es entero) , por ejemplo . . .

(-4)+2=-2 , (-4)-2=-8, (-4 —-(2) = -6
Sin embargo, en este conjunto no hay cerradura para la division (el cociente de dos nUmeros enteros
puede que no sea ya un numero entero) por ejemplo g no es un nimero entero y no esta en el conjunto
Z , amenos que el divisor sea el nimero uno.

En resumen : el conjunto de nimeros enteros no es cerrado bajo la division

Afiadir al conjunto Z todos aquellos nimeros que resulten de la divisién de dos enteros y cuyo divisor
no sea 0 ni 1 es decir, afladiéndo las fracciones, el conjunto Z se convierte en un conjunto cerrado

bajo las cuatro operaciones elementales que se llama conjunto de nimeros racionales: Q.

Bajo cualquiera de las cuatro operaciones fundamentales entre dos nimeros racionales, se obtendra
como resultado otro nimero que también es racional, por ejemplo :

(), (D oy, (3)_(D)_1. (3)(1)-3 .
\4) \4 o) \4) T2 \4)\4) T e

7~ N\
Mlw
N

1l
P lw

/N
NG
~

Se define asi el conjunto Q de ndmeros racionales como :

n
Q={x| x=— donde neZ, meZ conm =0}
m

Sin embargo, existen algunos nimeros no se pueden escribir como la razdn o cociente de dos nimeros
enteros . A éste tipo de nimeros, para distinguirlos de los nimeros racionales, se les Ilama conjunto de

numeros irracionales | y generalmente se obtienen mediante la 5% operacién matematica: las raices.

Asi por ejemplo, son nimeros irracionales la mayoria de las raices pares o impares de nimeros enteros:

\/5 = 1.414213562373095.... ; \/7 = 2.645751311064591.....

¥/3 = 1.44224957030741.... ; /8 = 1.68179283050743.....

donde los puntos suspensivos indican que hay una serie infinita de decimales.

Se puede demostrar analiticamente que todo nimero irracional no es el cociente de dos enteros.
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Ejemplo 2. Demostrar que 1/2 no es un niimero racional .

Solucién :

e Supongamos lo contrario, es decir que \/5 es racional y si llegamos a una conclusion absurda,
significara que ésta suposicion fué falsa y por lo tanto la suposicion opuesta (que \/E es
irracional ) seré verdadera. Propongamos entonces que +/2 se puede escribir como el
cociente de dos nimeros enteros a y b que no tienen factores en comun , es decir que la

. a . , - ”
fraccion 4/2 = — esta reducida a su minima expresion .

e Elevando al cuadrado la fraccidn anterior se obtiene que 2'b2 = a2 , €s decir a2 es un
multiplo de 2 y por lo tanto a es un entero par , puesto que el cuadrado de todo nimero par
es par también. Cualquier entero par se puede escribir en la forma 2-n , donde n representa
otro numero entero, entonces, con 2-N = a queda...

2:b* = (2:n)°

e Se deduce ahora que b” = 2.n° , es decir que b” esun multiplo de dos y por lo tanto

también el nimero b es unentero par . Luego a y b sonambos pares, lo cual contradice

la suposicion inicial de que éstos dos nimeros no tenian factores en comdn . En conclusion, la

hipotesis inicial es falsa y por lo tanto \/E no se puede escribir como el cociente de dos
nlmeros enteros, luego es irracional.

Cuando un nimero irracional se representa en forma decimal, como en los ejemplos anteriores, resulta
que su parte decimal es infinita y no presenta ningun patrén de repeticion.

Este comportamiento es opuesto al de los nimeros racionales, para los cuales la parte decimal siempre
termina o bien presenta un patron de repeticion infinito , por ejemplo:

8 . . _ . .

T =16 tiene parte decimal finita y una sola cifra decimal.

19 . . . . .

Y = 2.375 tiene parte decimal finita y 3 cifras decimales.

— = 2.3333333........ tiene parte decimal infinita y un patrén de repeticién de una cifra, el 3.

0.1428571428.... parte decimal infinita y un patrén de repeticion de 6 cifras: 142857

Por otra parte, en los nimeros irracionales no se observa este comportamiento
\/24 = 4.898979485566356...... ; 3\/ 13 = 2.35133468772076.......
7T = 3.14159265358979........ ; € = 2.71828182845905..........
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Es posible transformar los nimeros decimales que representan racionales, en su forma fraccional
equivalente mediante el siguiente procedimiento :

1. Representar por X el nimero decimal dado.

2. Multiplicar X por la potencia de 10 necesaria para que el patrén de repeticion comience el la 12
cifra decimal (ya sea el decimal finito o infinito ).

3. Multiplicar el nimero anterior por 10" , donde n es igual al niimero de cifras que tiene el patrén
de repeticion.
Restar el resultado del paso 2 del resultado del paso 3 .
Resolver la ecuacion resultante para X y simplificar. Esa seré la fraccion racional correspondiente
al nimero decimal .

Ejemplo 3 . Convertir el nimero decimal periddico infinito 1.8585858... en una fraccion equivalente.

Solucién :

1. Denotemos este nimero racional como X = 1.8585858......

2. El patrén de repeticién comienza ya en la 12 cifra decimal asi que no es necesario multiplicar
por ninguna potencia de 10 .

3. Notemos que el patrén de repeticion: 85, tiene dos cifras, asi que multipliquemos ambos lados

de la ecuacién por 10% = 100 :
100-X = 185.8585858........

4. Ahora restemos a esta igualdad el valor X :
100-X = 185.8585858........
—X = —1.8585858...........
resultando: 99-x = 184

o

Resolviendo esta ecuacién para X, se obtiene... X = —

Ejemplo 4 . Convertir el nimero decimal periddico infinito 6.37142857142857... en una fraccion
equivalente.

Solucién :

1. Denotemos este nimero racional como Y = 6.37142857142857..........
2. El patron de repeticién comienza en la 22 cifra decimal asi que multipliqguemos la ecuacién

anterior por 10" = 10 , obteniéndose :  10-y = 63.7142857142857..........
3. Notemos que el patron de repeticion es 714285 'y tiene seis cifras, asi que multipliquemos

ambos lados de la ecuacidn anterior por 10°® = 1000000 :
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(106)-(1o~y) = 63714285.714285714..........

4. Ahora restemos la ecuacion del paso 2 : (106)-(10)-y = 63714285.714285714..........
—(10)-y = —63.7142857142857..........
resultando: 9999990-y = 63714222

63714222

5. Resolviendo esta ecuacion para Y, se obtiene : y =
9999990

.. . . 223 , .
Fraccion que una vez simplificada : y = = es el nimero racional buscado .
5

Al unir el conjunto de ndmeros racionales { Q} con el conjunto de nimeros irracionales { | } , se
obtiene el conjunto de los nimeros reales: {R}={Q}+ {1} el cual, como consecuencia de la

cerraduraen {Q} yen {1}, estambién cerrado bajo las cuatro operaciones elementales y la
radicacion.

Ahora bien, todo nimero real X tiene la propiedad de que al elevarse al cuadrado se obtiene un nimero

s 2 . . .
positivo (X~ > 0 ). Si se agrega ahora al conjunto { R } todos aquellos nimeros que tengan la
propiedad opuesta, es decir aquéllos nimeros cuyo cuadrado sea un nimero negativo, los llamados
ndmeros imaginarios { i} , se obtendra el conjunto de nimeros complejos { C}, esto es

{C={R}+{i}

En resumen, los nimeros complejos se forman con la unién de subconjuntos de ndmeros que tienen una
nueva propiedad de acuerdo al esquema siguiente:

Numeros Enteros Enteros { 7° }
{0} — + :
Cero % Naiurales{ Positivast Z 1 % Hegativos
1,224, ... 01,23 ... - 3,21
Nii - Miimeros E Fracciones Nidmeros
umeros iyl | o {a) 4 Entoros {2}
Irracionales Racionales Ck con = 0,1 21012
Nﬁmerus{ R} % Nameros {i} E@ Nimeros c}
Reales Imaginarios Complejos
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La siguiente lista resume las propiedades fundamentales de los nimeros reales bajo la sumay el producto

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES
Si a, b, c representan nimeros reales, entonces . .
PROPIEDAD EN LA SUMA EN LA MULTIPLICACION
| | Cerradura La suma de dos nimeros reales : El producto de dos numeros reales :
(a + b) esotro nimero real (a)(b) esotrondmero real
Il | Conmutativa | El orden de los sumandos no altera la El orden de los factores no altera el producto
suma (a + b) =(b +a) ab =ba
Il | Asociativa El resultado de una suma no depende del El resultado de un producto no depende del
orden en que se realice orden en que se realice
@+ b)+c=a+(b + ¢) (ab) c = a (bc)
IV | Identidad 0 (elcero) esel elemento identidad para | 1 (el uno) es el elemento identidad para la
la suma porque multiplicacién porque
(0 +a)=(a+0)=a (1)a = a(1l)=a
para cualquier nimero a para cualquier nimero a
V | Inverso Todo nimero real a tiene un inverso Todo ntmero real a ( distinto de cero)
aditivo denotado por: -a tal que tiene un inverso multiplicativo denotado por :
sumado con a: 1, 1 -
= 0 por a* tal que multiplicado por a:
a+(a)=0 a
genera el elemento identidad para la suma . a.(lj = (a.afl) =1
a
genera el elemento identidad para el producto
V1 | Distributiva La suma se distribuye en el producto : El producto se distribuye en la suma :
(a + b)c=ac + bc alb + c)=ab + ac

entonces su inverso aditivoes —b = —(-2) = 2

OBSERVACION : No confundir el inverso aditivo de un nimero con un niimero negativo. Si un
nimero b es ya negativo, entonces su inverso aditivo —b es positivo. Por ejemplosi b = —2

Ejemplo 5. Identificar la propiedad de los nimeros reales ilustrada en las siguientes ecuaciones :

b) (38+7)-2=(3)-(2) +(7)-(2)

c) 4-x-(i) =1 con X#0 d)
4-X

e) 4a+(-4a)=o0

a) 5+4=4+5

) (3X:(2y) = (2y)-(3x)

(x+6)+8=x+(6+8)

Solucién :

a) Propiedad conmutativa de la suma.
¢) Inverso multiplicativo.
e) Inverso aditivo

b) Propiedad distributiva
d) Propiedad asociativa de la suma.
f) Propiedad conmutativa del producto

Pedro Ferreira Herrejon
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1.6 Propiedades del cero .

El cero es un nimero real especial, porque es el Unico que no tiene inverso multiplicativo. Tampoco
tiene signo por ser el limite entre los nimeros positivos y los negativos.

Posee aspectos notables cuyo olvido es una fuente importante de errores algebraicos. Todo estudiante de
algebra deberia recordar las siguientes propiedades :

PROPIEDADES DEL CERO.

Cl: A+0=A El cero es el elemento identidad para la suma .

c2: Ao0=0 El producto de cualquier nimero real A con cero es cero .
0 . . ,

C3:: X =0 El cociente de cero con cualquier nimero A # 0 es cero .

C4: o Para A # 0, ladivision por cero no esta definida

C5: AB=0 Si el producto de dos nlimeros reales es cero entonces A= 0 0B =10

Con frecuencia, usamos ésta Ultima propiedad para determinar las raices de una ecuacion

Olvidar que la division por cero no esta definida (es decir, que el 0 no tiene inverso multiplicativo), puede
darnos una desagradable sorpresa como en la siguiente "comedia" donde se "demuestra” que 2 = 3

a=bhb Partimos del supuesto de que dos numeros reales diferentes de cero
a#0y b=o0,soniguales.

Multiplicando por b* . (Una igualdad no se altera si sus dos
miembros se multiplican por la misma cantidad )

2 3 2 3 , 3 . . .
ab " —a =bb -a Sumando el nimero —a” . (Una igualdad no cambia si se suma
en ambos miembros la misma cantidad )

2 2 . . s
a~(b —a ) =p’-a’ Factorizando ahora usando las formulas del algebra elemental para una
diferencia de cubos y una diferencia de cuadrados se obtiene:

a(b—a)(b+a) = (b-a)(b*+ab+a’)
Multiplicando ambos miembros por el inverso de (b — a)
queda :
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a(b+a)-(b-a) _ (h-a)(b’+ab+a’)

b-a b-a
a(b+a)=b’+ab+a’ Simplificando
a-(a+a)= a+aa+a dado que a = b como se supuso inicialmente
2.a° = 3a°

2=3 Dividiendo por a° los miembros de la ecuacion

Se ha "demostrado" asi que 2 = 3.
i Pero todos sabemos que 2 = 3 !!. ;En donde est4 el error en el procedimiento anterior ? .

Un lector atento habra notado que el paso de la division por (b — a) esté prohibido puesto que implica

una division por cero al ser b = a .

1.7 Ladivision y la substraccion de ndmeros reales interpretadas como un producto y una suma .

Las propiedades de los nimeros reales no se enuncian para la resta y la division porque , basandonos en
la propiedad de inverso, ésas operaciones quedan definidas en realidad como una suma y un producto
como sigue :

Sean A, B y C numeros reales, con B # 0 talesque A-B = C . Se sigue entonces que . . .

™ = E (por ser la division la operacion inversa de la multiplicacion)

A-B.(%) = C(é) (regla de multiplicacién para una igualdad )

A-(1) = C(éj (propiedad de inverso multiplicativo de los nimeros reales)

(**) A= (%jc (identidad y propiedad conmutativa para la multiplicacion)
Usando la propiedad transitiva de la igualdad, se deduce de (*)y (**) que...

-3

Dividir por un nimero B # 0 es equivalente a multiplicar por el inverso multiplicativo de B.
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De la misma manera, si A, B y C son nimeros reales cualesquiera talesque A + B = C , se sigue
entonces que. . .

(*) A=C-B (por ser la resta la operacién inversa de la suma )
A+B+(-B) = C+(-B) (reglade lasuma para una igualdad )
A+ [B+(-B)] = C+ (-B) (propiedad asociativa de la suma )
A+0=C+(-B) (propiedad de inverso aditivo de los nimeros reales )

** A=C+(-B) (propiedad de identidad para la suma )

Usando ahora la propiedad transitiva de la igualdad, se deduce de las ecuaciones (*)y (**) que...

C-B=C+(-B)
Restar un nimero B es equivalente a sumar el inverso aditivo de B

Asi por ejemplo . . .

i) g es equivalente a G)-e i) 3—4 esequivalente a 3 + (—4)
o (b-a) i 1 Vo __3 EAHINEAN
1ii) b1 a es equivalente a (b n a) (b—a) iv) . equivale a \2 ) | 3/ 3|

1.8 Reqglas de los signos para la multiplicacion .

Esta es otra consecuencia importante de las propiedades de la igualdad y de los nimeros reales, puesto
que a partir de ellas se demuestran las siguientes reglas:

Si A y B son dos nimeros reales positivos se cumple que :

I. El producto de dos nimeros de distinto signo es un niimero negativo
(-A)-B=-A-B 0o A(-B)=-AB

I1. El producto de dos nimeros del mismo signo es un nimero positivo
(-A)-(-B)= AB o (A)-(B)=AB
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Sean A y B dos nimeros reales del mismo signo y distintos de cero .

DEMOSTRACION DE 1| :

A+(-A) =0
[A+(-A)]-B=10B
A-B+ (-A)B =0
(-A)B+AB=0
[(-A)-B+ A-B] - (A-B) = 0—- (A-B)
(-A)-B+[A-B-(A-B)] = -(A-B)
(-A)-B+0=—(A-B)
~A-B=—(AB)

DEMOSTRACION DE I :

A+(-A) =0
[A+ (-A)]-(-B) = 0-(-B)
A-(-B) +(-A)-(-B) =0
(~A)-(-B) + A-(-B) = 0
(~A)-(-B) + (~AB) = 0
(-A)-(-B) + (-A-B) + AB=0+AB
(-A)-(-B) + [(-A-B) + A-B] = A-B
(-A)-(-B)+0=A-B
(-A)-(-B) = AB

(propiedad del inverso aditivo)

(regla multiplicativa de la igualdad)
(propiedades del cero y distributiva de la suma)
(propiedad conmutativa de la suma)

(inverso aditivo de AB y aditiva de la igualdad)
( propiedad asociativa de la suma)

(el elemento identidad de la suma)

Y queda demostrado .

( propiedad del inverso aditivo )

( propiedad multiplicativa de la igualdad )

( propiedad del cero y propiedad distributiva )

( propiedad conmutativa de la suma)

(regla I de signos de los nimeros negativos )
(inverso aditivo de —A-B y aditiva de la igualdad)
( propiedad asociativa de la suma )

(‘elemento identidad de la suma)

y queda demostrado .

Otras reglas de signos para la multiplicacion, derivadas de las dos anteriores son :

m - (-1)-A=-A
v  —(-A)= A
V. —(A+B)=(-A)+(-B)= -A-B

DEMOSTRACION DE Il :

DEMOSTRACION DE 1V :

Sea A un numero real distinto de cero . Entonces . . .

(por la regla I de signos demostrada anteriormente)

(identidad para la multiplicacion: A-1 = A).

Sea A un numero real distinto de cero . Entonces . . .

(-1)-(=A) = —(-A) (regla Il de signos demostrada antes)

(1)-(A) = =(=A)

(regla 11 de signos aplicada al primer miembro )
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A= —(-A) (identidad para la multiplicacion: A-1 = A).
—(-A) = A (propiedad simétrica de la Igualdad)

El estudiante debe ser capaz ahora de demostrar la propiedad V .

Dado que el cociente de nimeros reales queda definido en términos del producto, éstas reglas de
signos valen también para la division . (con excepcion de la division por cero), es decir. . .

Si A y B son dos nimeros reales positivos se cumple que :
I. El cociente de dos nimeros de distinto signo es un ndmero negativo
(-A) _ A 0 A A
B B (-B) B
1. El cociente de dos nimeros del mismo signo es un nimero positivo

e

Ademas, puesto que una substraccién de nimeros reales queda definida en términos de una suma, las
reglas aditivas y de multiplicacion de la igualdad, asi como las leyes de cancelacion valen también para
ésta operacion (con excepcion de la division por cero) y toman la forma :

REGLA SIGNIFICADO
Aditiva Si A= B entonces (A = C) = (B — C)

T . 1 1 .
Multiplicativa Si A=B entonces Al —|=B{=]| siC =0

)=
Cancelacion aditiva Si (A—C)=(B-C) entonces A=B
., .. . 1 1

Cancelacion del divisor Si A(E) = B(E) entonces A =B
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1.9 Criterios de divisibilidad .

El conjunto de nimeros enteros Z es cerrado bajo la multiplicacion, lo cual significa que el producto
de dos nimeros enteros a Y b genera otro nimero ¢ que también es entero, esto es . . .
ab=c ; a,b,ceZz

Se pueden decir entonces los tres siguientes enunciados equivalentes :

e losnimeros a y b son factores del nimero ¢ .

e elndmero ¢ esunmaltiplo del nimero a o del nimero b

. A . c .
e elnimero ¢ esdivisible por el nimero a porque b = — o por el nimero b porque a =
a

ol|lo

Por ejemploen 8 x 13 = 104 , decimos que :
104 esun multiplode 8 yde 13
8 y 13 sonfactores de 104
104 es un divisible entre 8 yentre 13 .

En general , ;como saber si un nimero entero dado es divisible por otro nimero entero?.
Se enlistan enseguida algunos criterios de divisibilidad :

1° Un numero entero es divisible por 2 si termina en cero o en cifra par.
Puesto que al separar las unidades, queda un nimero terminado en cero, que al igual

que
las unidades, también es divisible por 2 :

624 _ (63024—4): (%4.%): (315 +2) = 317 ;

64838 _ (64830+8) _ (64830 8) _ _
> o\ 2 )T\ +2)—(32415+4) 32419

2° Un ndmero entero es divisible por 3 si la suma de las cifras que forman tal nimero

es divisible por 3.
Esto se debe a que todo numero entero es un maltiplo de 3 mas la suma de los
valores de sus cifras, como se muestra en el siguiente ejemplo :

2457 _ (1000 x 2) + (100 x 4) + (10 x 5) + 7
3 3

(333x3+1)x2+(33x3+1)x4+(3x3+1)x5+7
3

(333x3)x2+(33%x3) x4+ (3x3)x5+(2+4+5+7)
3
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y puesto que los primeros factores son multiplos de 3 , todo el nimero inicial sera divisible
por 3 silasuma de sus cifras, indicada en el dltimo término, también es divisible por 3 y

queda:
2457 _ (333 x 3)-2 N (33x3)-4 N (3x3)-5 N (2+4+5+7)
3 3 3 3 3
18
= 666+132+15+? = 819
3° Un nUmero entero es divisible por 4 si su dos Ultimas cifras son ceros o forman un
multiplo de 4.

Puesto que al separar las unidades y las decenas, queda un multiplo de 100 , que es divisible
por 4 dado que el 4 divide al 100 y a cualquiera de sus maltiplos.

130268 _ (130200 + 68 _ (130200 = 68 _ _
= = +— | = 32550 + 17 = 32567
s U 4« ) U4 T4

Todo numero divisible por 4, también es divisible por 2, ya que el 2 divide al 4.

4° Un numero entero es divisible por 5 siterminaencerooen 5.
Puesto que al separar las unidades, queda un nimero terminado en cero, es decir miltiplo
de 10, el cual es divisible por 5, dado que el 5 divide al 10 y a cualquiera de sus maltiplos:

16515 _ (161(;+ 5) _ (16510 N g) = (322+1) = 323

5° Un numero entero es divisible por 7 cuando:
1° separando la ultima cifra de la derecha,
2° multiplicandola por 2 y restando este producto del nUmero que queda a la
izquierda y
3° repitiendo los pasos 1° y 2° anteriores se llega un residuo cero o a un
multiplo de 7.

Ejemplo : Determinar si el nmero 1743 es divisible por 7.

1743 x 2 (se multiplica la Gltima cifrapor 2 : 3x2)
-6 (se resta del numero que queda : 174 — 6 = 168)
168 x 2 (se repite el procedimiento )
-16
0 (el residuo es cero, el nimero 1743 si es divisible por 7 )
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1743
y en efecto: — = 249

Otro ejemplo : Determinar si el nimero 255241 es divisible por 7.

25524" 1x 2 (se multiplica la ultima cifrapor 2: 1x 2 = 2)
-2 (se resta del nimero que queda : 25524 — 1 = 25523)
25522 x 2 (se multiplica la dltima cifrapor 2: 3x2 = 6)
-4 (se resta del nimero que queda: 2552 — 6 = 2548)
254’8 x 2 (se repite el procedimiento)
-16
238x 2 (se repite el procedimiento)
-16
07 (residuo multiplo de 7, el nimero dado es divisible por 7)
255241
y en efecto: = 36463
6 ° Un numero entero es divisible por 11 si la diferencia entre la suma de sus cifras de lugar
impar y la suma de sus cifras de lugar par, contadas de derecha a izquierda, es cero o un
multiplo de 11 .

Ejemplo : Determinar si el nimero 32417 es divisible por 11.

32417 _ (30000 + 2000 + 400 + 10 + 7

TR 11 )

_ [ 3:(10000) + 2:(1000) + 4-(100) + 1-(10) + 7}
11

11

C[3(909x 11 +1) +2:(91 x 11 — 1) + 4-(9x 11 + 1) + 1-(11 — 1) + 7}

11x [(3x909) + (2x91) + (4x9) +1]+(3—2+4—-1+7)
11

[(3><909)+(2><91)+(4><9)+1]+(3_2+141_1+7)

y como las suma indicada en el Gltimo numerador es divisible por 11, el nimero inicial
lo es también, es decir. . .
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32417 11
= [(3x909) + (2x91) + (4% 9) + 1] + —
11 11
= 2046 + 1
= 2947

Lo anterior se debe a que :
(::) Un 1 seguido de un nimero impar de ceros es un multiplo de 11 menos la unidad.
10=11-1
1000 = 91 x11 -1
100000 = 9091 x 11 —1
10000000 = 909091 x 11 — 1
etc.

(::) Un 1 seguido de un ndmero par de ceros es un multiplo de 11 més la unidad.
100 = 9-11 +1
10000 = 909 x 11 + 1

1000000 = 90909 x 11 +1
etc.

Otro ejemplo : Determinar si el nimero 38144975 es divisible por 11 .

Separando las cifras del nimero dado en pares e impares, de acuerdo al lugar que
ocupan de derecha a izquierda, se tiene :

suma de cifras de lugar impar: 5+9+4+8 = 26
suma de cifras de lugar par : 7+44+1+3=15

y su diferenciaes: 26 — 15 = 11, un maltiplo de 11. Por lo tanto, éste nimero si

L. 38144975
es divisible entre 11 y queda: : 0 = 3467725

Existen otros criterios para la divisibilidad por otros nimeros primos; sin embargo, no los enlistaremos
todos. Por ejemplo, los criterios de divisibilidad por 13 o por 19 son es muy parecidos al criterio de

divisibilidad por 7, excepto que las multiplicaciones se hacen por 9 o por 17 respectivamente,
es decir :

7° Un ntmero entero es divisible por 13 cuando:
1° separando la tltima cifra de la derecha,
2° multiplicandola por 9 y restando este producto del niUmero que queda a la
izquierda
3° repitiendo los pasos 1° y 2° anteriores se llega un residuo cero o a un
multiplo de 13.
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1.10 NUmeros primos .

Dos 0 mas nimeros cuyo unico divisor comuin sea el 1 se dice que son primos entre si 0 primos
relativos.

Por ejemplo, los nimeros 18 y 25 no tienen mas divisor comin que el 1y son primos relativos, en
cambio, los nimeros 30,42 y 66 no son primos relativos puesto que tienen los divisores comunes 2

y 3.
Los nimeros que solo son divisibles entre ellos mismos y la unidad se llaman primos absolutos .

La serie de nimeros primos absolutos es infinita. Por ejemplo los primeros primos positivos son: 2, 3,
5,6 7, 11, 13, 17,19, 23, 29 efc.

Obsérvese que para que dos nimeros sean primos relativos, no es necesario que sean primos absolutos;
pero evidentemente, dos nUmeros primos absolutos también seran primos entre si.

En adelante nos referiremos simplemente como primos a los nimeros primos absolutos. Todo nimero
que no es primo se llama ndmero compuesto .

Para determinar los primeros nimeros primos, desde el 1 hasta un nimero dado N , se enlistan todos

los nimeros naturales comprendidos entre 1 y N 'y se sigue el siguiente procedimiento. . .

e apartir del 2 ( que es el primer nimero primo), se elimina su cuadrado (4 ) y a partir del 4 se van
eliminando todos los nimeros naturales de dos en dos lugares.

e apartir del 3 (que es el segundo nlmero primo), se elimina su cuadrado (9 ) y a partir del 9 se van
eliminando todos los nimeros naturales de tres en tres lugares.

e apartir del 5 ( que es el siguiente nimero primo, puesto que no se elimind en el paso anterior), se
elimina su cuadrado ( 25) y a partir del 25 se van eliminando todos los nimeros naturales de cinco
en cinco lugares.

e apartir del 7 ( que es el siguiente nimero primo, puesto que no se elimind en el paso anterior), se
elimina su cuadrado (49 ) y a partir del 49 se van eliminando todos los nimeros naturales de siete
en siete lugares.

e Se procede igual con los siguientes nimeros ( 11, 13, 17 , etc. ) que no se van eliminando

La operacion termina cuando se llega a un nimero primo cuyo cuadrado sea mayor que nimero dado N .

Este procedimiento se conoce como Criba de Eratostenes , se ilustra en la figura de la pagina siguiente y
permite determinar si un nimero entero N es primo o no, pues basta con saber si tal nimero es

divisible entre 2, 3, 5, 7, 11, . . .etc. (un numero primo), y si se llega hasta un divisor p tal que

2 . Ly .
p~ > N sin lograr division exacta, entonces N es primo, estoes. . .

" Un ndmero entero N es primo si no es divisible entre ninguno de los

nameros primos cuyo cuadrado sea menor que N .
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Criba de Eratéstenes

1 2 3 4 5 6 7 8 9
11 2 13 4 15 1 17 18 19
21 22 23 24 25 26 2t 28 29
31 32 33 34 35 36 37 38 39
41 42 43 44 45 46 47 48 49
54 5 O3 5 8 8 5 8 939
61 62 63 64 65 66 67 68 69
1 r» 713 # B 2 # B® 19
8k 82 83 &4 8 86 &+ 88 89
91 92 83 94 9% 96 97  g¢8 99
101 1202 103 104 105 106 107 108 109
w2 113 u4 us we Y ud8 M9
etc. ........

BB BB B BB

IS

Los nimeros de este arreglo que no se eliminan por el procedimiento descrito anteriormente, son los

nameros primos buscados.

Se Illama criba porque al ir eliminando nimeros se van creando "agujeros" y se llama de Eratdstenes

porque fué este matematico griego el creador de este procedimiento.

Ejemplo 6. Determinar si el nimero 839 es primo o0 no.

Solucién :

El nimero 839 no es divisible entre . ..
2 porque no termina en cifra par.
3 porque (8+ 3+ 9 = 20) no es multiplo de 3.
5 porque no termina en 5 0 en cero
7 porque 83°9x2
-18

—4 el residuo no es multiplo de 7
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11 porque la diferencia [(9 + 8) — 3 = 14] no es multiplo de 11

839 7
13 porque —— = 64 + —
13 13
839 6
17 porque —— = 49 + —
17 17
839 3
19 porque —— = 44 + —
19 19
839 11
23 porque —— = 36 + —
23 23
839 27
29 porque —— = 28 + —
29 29

y como 292 = 841 > 839 , éste niimero es por lo tanto primo, puesto que no hay
ningun numero primo menor que lo divida.

Ejemplo 7. Determinar si el nimero 361 €S primo o no.

Solucién :

El nimero 361 no es divisible entre . ..
2 porque no termina en cifra par.
3 porque (3+ 6+ 1 = 10) no es multiplo de 3.
5 porque no termina en 5 o0 en cero
7 porque 36 °1x2

-5 el residuo no es maltiplo de 7

11 porque la diferencia [(3+ 1) —6 = —2] no es maltiplo de 11

Ademas . ..

asi que 361 = 19 x 19 Yy por lo tanto no es un numero primo
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1.11 Teorema fundamental de la Aritmética.

" Todo nimero compuesto es igual a un producto Unico de factores primos **

Aunque no se demostrara aqui este teorema, el procedimiento para encontrar la descomposicion de
un nimero compuesto en sus factores primos es :

Dividir el nimero dado entre el menor divisor primo posible

El cociente obtenido se divide nuevamente entre el menor divisor primo posible
Se repite el paso 2 hasta obtener 1 como cociente

El producto de los divisores primos usados es igual al nUmero compuesto

PwonE

Ejemplo 8. Hallar los factores primos del nimero 450

Solucién :
45012 450 es divisible por 2 porque terminaen 0
2253 el cociente anterior 225, es divisible por 3 porque 2+2+5 =9 es multiplo de 3
753 el cociente 75, es divisible por 3 porque 7+5 =12 es multiplo de 3
25|5 el cociente 25, es divisible por 5 porque terminaen5
5|5 el cociente 5, es divisible por 5
1]

De modo que los factores primos de 450 son: 450 = (2)-(3)-(3)-(5):(5) = 2-3°5°

Ejemplo 9. Hallar los factores primos del nimero 75600

Solucion :
75600 | 2 75600 es divisible por 2 porque termina en 0
37800 | 2 el cociente anterior 37800 es divisible por 2 porque termina en 0
18900 | 2 el cociente anterior 18900 es divisible por 2 porque termina en 0
9450 | 2 el cociente anterior 9450 es divisible por 2 porque termina en 0
472513 el cociente 4725 es divisible por 3 porque 4+7+2+5 =18 es multiplo de 3.
15753 el cociente 1575 es divisible por 3 porque 1+5+7+5 =18 es mdltiplo de 3.
5253 el cociente 525 es divisible por 3 porque 5+2+5 =12 es multiplo de 3.
175|5 el cociente 175 es divisible por 5 porque terminaen 5.
35|5 el cociente 35 es divisible por 5 porque termina en 5
7|7 7 es un nimero primo.
1]

De modo que los factores primos de 75600 son: 75600 = 2*.3%.5%.7

Este proceso se conoce como factorizacion en primos .
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1.12 Maéaximo comun divisor (m.c.d.).

Dados dos 0 mas nimeros enteros, su maximo comun divisor es el mayor divisor que tienen en comun
tales nimeros, es decir es el mayor nimero entero posible que los divide a todos exactamente.

Enlistemos por ejemplo los divisoresde 36 , 54 y 120

DIVISORES
36 2 3 |4 |6 |12 |18 |36
54 2 3 16 |9 |18 |27 |54
120 2 3 14 |5 1|6 |8 |10 |12 |15 |20 |30 [40 |60 |120

Tienen en comun los divisores 2, 3, 4,y 6 . El mayor de ellos es 6, por eso se escribe:
mcd (36,54,120) = 6

Cuando no es facil hallar el mcd de dos o mas nimeros por simple inspeccion o enlistando los
divisores como en el ejemplo anterior, éste puede hallarse descomponiendo en factores primos a los
ndmeros dados. EI mcd es entonces . . .

" El producto de los factores primos comunes elevados a la menor potencia **

de este modo se garantiza el mcd divida a todos los nimeros dados, puesto que contendra
Unicamente a los factores comunes de menor valor en tales nimeros .

Ejemplo 10 . Hallarel mcd de los nimeros 858, 2288 y 3575

Solucién : Aplicando los criterios de divisibilidad, se puede comprobar que la descomposicion en
sus correspondientes factores primos de los nimeros dados €s . . .

858 = (2)-(3)-(11)-(13) ; 2288 = (2%)-(11)-(13) y 3575 = (52)-(11)-(13)
y por lo tanto, los factores primos comunes son 11 y 13, asi que

mcd (858,2288,3575) = 11 x 13 = 143

Ejemplo 11 . Hallarel mcd de los nimeros 1560, 2400, 5400 Yy 6600

Solucién : Segun los criterios de divisibilidad, la descomposicién en factores primos es:

858 = (2°)-(3)-(5)-(13)

2288 = (2°)-(3)-(5?)

5400 = (2°).(3%).(5?)
(2)-(9)-(52)-(22)

6600 =
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Los factores primos comunes son 2, 3 y 5 . Escogiendo su menor potencia y haciendo su producto
resulta :

mcd (1560, 2400, 5400, 6600) = (2%) x (3) x (5) = 120

es decir, el nomero 120 es el mayor entero que divide exactamente a los cuatro nimeros dados.

Ejemplo 12 . Un carpintero desea recortar tres tiras de madera de 5.4-m, 3.6-m y 6.48-m de

longitud, en pedazos iguales sin desperdiciar nada en ninguna de las tres tiras.
¢ Cudl debe ser el mayor tamafio posible de los pedazos que corte ?

Solucioén : Se busca el mcd de los tres nimeros dados. Descomponiendo en sus factores primos:

540-cm = (22)-(3%)-(5)-cm
360-cm = (2°)-(32)-(5)-cm
6a8-cm = (23)-(3*)-cm

los factores primos comunes son : 2 y 3 asi que, escogiendo su menor potencia y haciendo su
producto resulta :

med (540,360, 648) = (22) x (32) = 36

asi que los pedazos mediran todos 36-cm y no se desperdiciara nada de madera.

1.13 Minimo comun mdultiplo (m.c.m.)

Dados dos 0 mas nimeros enteros, su minimo comdn multiplo es el menor entero que los contiene a
todos ellos un nimero exacto de veces.
Enlistemos por ejemplo los mdltiplosde 3,4 y 6

MULTIPLOS
3|6 |9 (1215|1821 24|27 |30|33|36|39|42
12 116|120 |24 |28 |32 |36 |40 |44 |48 |52 | 56
6112|1824 3036|4248 |54 |60 |66|72|78 |84

SN
oo

Estos nimeros tienen varios multiplos comunes: 12, 24, 36, 48, etc. pero el menor de todos es 12

Cuando se trata de hallar el mcm. de nimeros pequefios, se puede hacer por inspeccion directa,
comenzando con el mayor de ellos y determinando si contiene exactamente, a los demas. Si es asi,
entonces ese nimero es el mcm.. Si no los contiene, se busca cual es el menor mdltiplo del nimero
mayor que contenga exactamente a los demas ndmeros del grupo.
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Sin embargo, cuando no es facil hallar el mcm por simple inspeccién, se procede a descomponer los

numeros dados en sus factores primos y entonces el mcm es :

** el producto de los factores primos comunes y no comunes elevados a la mayor
potencia a la que aparezcan en la descomposicion de los nimeros iniciales **

de ésta manera se garantiza que todos los factores de todos los nimeros del grupo estaran contenidos
al menos unavez enel mcm.

Ejemplo 13 . Hallar el minimo comdn multiplo de 14, 38, 56 Y 114

Solucién : Aplicando los criterios de divisibilidad, se puede comprobar que la descomposicion de
los nimeros dados en sus correspondientes factores primos es . . .

14 =(2)-(7); 38=1(2)(19); 56= (23)-(7) y 114 = (2)-(3)-(19)

Por lo tanto, el producto de los factores primos comunes y no comunes elevados a su mayor potencia
de los cuatro nimeros del grupo, es . . .

mem(14,38,56,114) = 2°x 3x 7x 19 = 3192

este es el nimero mas pequefio que contiene exactamente un nlmero entero de veces a
todos los nimeros del grupo inicial, es decir . . .

3192 2°x3x7x19 )
= = 22x3x19 = 228
14 2x 7

3192 2°x3x7x19 )
= = 2°X3%X7 = 84
38 2% 19

3192 2°x3x7x19
56 22 x 7

3192 2°x3x7x19 _ 2
114 2x3x19

Ejemplo 14 . Hallar el minimo comdn multiplo de 120, 240, 300 Y 400

Solucién : Segun los criterios de divisibilidad, la descomposicién de los nimeros dados en factores
primos es la indicada en los siguientes esquemas:
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120 | 2 240 | 2 300 | 2 400 | 2
60| 2 120 | 2 150 | 2 200 2

30| 2 60| 2 75| 3 100 | 2

15| 3 30| 2 25| 5 50| 2

5| 5 15| 3 51 5 25| 5

1 5| 5 1 5|1 5

1 1
120 = 2°x3x5 240 = 2*x 3x 5 300 = 22 x 3x 57 400 = 2* x 52

En los cuales se han indicado en la columna de la derecha el menor divisor primo posible del nimero a la
izquierda y en la columna de la izquierda se indican los residuos de las divisiones correspondientes.

El producto de los factores primos comunes y no comunes a los cuatro nimeros del grupo, elevados a su
mayor potenciaes . . .

mcm(120,240,300,400) = 2*x 3x 5% = 1200

Ejemplo 15. ¢ Cual debe ser la menor longitud de una varilla que se desea cortar en pedazos de
8-cm, 9-cm cmo 15-cm de longitud para que no sobre ni falte nada y cuantos
pedazos de cada longitud se podrian obtener de tal varilla ?

Solucién :

Evidentemente, se busca el minimo comdn multiplo de los nimeros enteros 8, 9 y 15, asi que
descomponiendo en sus factores primos se obtiene . . .

g=2> 9=3" ; 15=3x5

de modo que: mcm(8,9,15) = 2°x 3*x 5 = 360
La varilla debera medir una longitud de 360-cm Y el nimero de pedazos de cada longitud sera:

360 2°x3°x5

de 8-cm : = = 45 pedazos
8 23
360  2°x3*x5
de 9-cm: = = 40 pedazos
9 32

360 2°x3*x5
yde 15-Cm : = = 24 pedazos
15 3x5
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Ejemplo 16 . Hallar el menor nimero de bombones necesario para repartir entre 3 grupos de 20
alumnos, 25 alumnosy 30 alumnos, de modo que cada alumno reciba un nimero
exacto de bombones. ¢ Cuéntos bombones recibira cada alumno de cada grupo ?

Solucién :
Se busca el minimo comudn multiplo de los nimeros enteros 20, 25 y 30, asi que
descomponiendo éstos nimeros en sus factores primos se obtiene . . .

20=2°x5 25 =52 : 30=2x3x5

de modo que mcm(20,25,30) = 22 x 3x 52 = 300.
Por lo tanto, 300 bombones es el minimo nimero de bombones para repartir en cada grupo y el
nimero de bombones que recibird cada alumno, es . . .

er 300 2°x3x5° 0 300 2°x3x5°
1 grupo: = =15 ; 2 grupo: = =12
20 2°x 5 25 5
er 300 2°x3x5°
3 grupo: = =10
30 2X3%x5

1.14 Fracciones .

. . A
Una fraccion es el cociente de dos ndmeros enteros A y B y se denota cominmente por: —
B

donde el nimero B se llama denominador ( o divisor) y el nimero A se llama numerador ( o

dividendo) . El nimero B debe ser distinto de cero (B # 0), pues la divisién por cero no esté definida.

Como parte del conjunto de nimeros reales, las fracciones satisfacen todas las propiedades
correspondientes a los nimeros los reales y obedecen todas sus reglas .

Sean por ejemplo las fracciones : % , 1 y B_lD siendoB=0y D=#0.

D

Consideremos el nimero (B-D) multiplicado por su inverso . . .

(B_lD).B‘D =1 (propiedad de inverso multiplicativo)
1 11 11
— |'BDx|—=|=(1) x| == ropiedad de multiplicacion para una igualdad
(B_Dj (D B) (1) (D B) (prop p p g )
L -B- D~i 111 (propiedad asociativa de la multiplicacion )
B-D D)B D B
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1 1 1 1

— |-B(1):| = | = —— ropiedad de inverso multiplicativo

(B‘D ()(Bj 5B (prop p )
1 1 1 1

— |- |B—=| = ——= ropiedad asociativa

(B-D ( B) DB (prop )

L (1) = e (propiedad de inverso multiplicativo)

B D B

i1 __1

B D B

Por lo tanto, el producto de dos fracciones cuyo numerador es la unidad, es otra fraccidn cuyo
denominador es el producto de los denominadores iniciales .

. . . A C
Analizemos ahora el producto de fracciones con distinto numerador : E X B conB=#0,D=#0

A

— X E = i-A . i-C (dividir equivale a multiplicar por el inverso)
B D B D

A

— X E -1 A-i -C (propiedad asociativa de la multiplicacion)
B D B D

A

— X E =1 i-A -C (propiedad conmutativa de la multiplicacion)
B D B\D

A

— x E - (L.t -A-C (propiedad asociativa de la multiplicacion)
B D B D

A

— % E - (L -A-C (por la regla anterior 111 )

B D B- B D B-D
AC_AC (multiplicar por el inverso equivale a dividir)
B D B-

De ésta manera se ha demostrado que : al multiplicar dos fracciones, se obtiene otra fraccion cuyo
numerador es el producto de los numeradores y cuyo denominador el producto de los
denominadores iniciales.

Asi por ejemplo . . .

(63}
X
~

3-a-b 4 12-a-b
X =
2 5.c-d 10-c-d

=1 ,

Alw
X
|
|
~Nlo
X
ol ~
I
\l
X
ol
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Demostremos ahora el principio fundamental de las fracciones :

Si cada miembro de una fraccion se multiplica o se divide por una misma cantidad
diferente de cero, el valor de la fraccion no se altera .

La demostracion de ése principio es inmediata a partir del resultado anterior .

X .
Sea X cualquier nimero real distinto de cero ( X # 0) . Dado que X = 1 setiene que. ..

A A A X A-X
1° _:_x(l):_x_:—
B B B X B-X
1) At (A2 A
A A A X X 1 X X
20 _:_x(]_):_x = = =
B B B (1) gt (B B
X X (1Xx X

Consecuencia de éste principio, son las siguientes reglas . . .

REGLAS DE LOS SIGNOS PARA LAS FRACCIONES

I Si el numerador y el denominador tienen signos opuestos, la fraccion es negativa

I Si el numerador y el denominador tienen el mismo signo, la fraccion es positiva
-A A

-B B

DEMOSTRACION :

| Por las reglas de los signos (111) y (IV) de la multiplicacion se tiene que . . .
_(AJ = |:(—1)Xé:| = {ﬂxé} = w = __A
B B (1) B (1)-B B

A [(1) . —_A} _ {ﬂ y —_AJ - (oA A

y también . ..

(-1 B (-1)-B
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A_EDA ) A_LA
B (@B (1) B B

Asi por ejemplo . . .

4 _ 4x7 _ 28 4 _ 4x(-3) _ —-12 _ 12
3 3x7 21 3 3 X (_3) -9 9
. 4 12 —-12 28 . , .
de modo que las fracciones 5 , ? , —9 0 Z representan el mismo ndmero racional .

(24 (24 (24

24 \a) 6 24 _\=8) -3 24 _\2) 12

. 24 12 6 -3 . .
de modo que las fracciones — , — , — 0 — representan el mismo namero.
40 20 10 -5

¢Y cémo se dividen las fracciones ? .

: . : . . C
Busquemos primero el inverso de una fraccion cualquiera, por ejemplo —.
D

- : . . C
Dado que todo ndmero real multiplicado por su inverso es la unidad, se tiene : — x
D

- . D D C 1 D
Multiplicando esta igualdad por — queda : — x| — X = —x1
C C D C C
D
) - D C 1 D
usando ahora la propiedad asociativa : — X —|X = —
cC D C C
D
: o : 1 D
aplicando la multiplicacion de fracciones : 1x = E

N\
wie)
N

de modo que el inverso de E es E

o A L .
Hagamos ahora la division de la fraccion — entre la fraccion B ,esdecir; —<
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A
- , c . - : B 1 A
Dividir por el nimero — equivale a multiplicar por su inverso: —< = X —
D C C B
D D
A
. C S B D A DA
usando el inverso de — vy la regla de multiplicacion queda : -—< = —X— = ——
D C C B C-B
D

Queda asi demostrada la regla para dividir fracciones . . .

REGLA PARA DIVIDIR FRACCIONES

Multiplicar los nimeros exteriores (A y D) para
obtener el nuevo numerador .
Multiplicar los nimeros interiores (B y C) para
obtener el nuevo denominador

NUmeros
interiores

Asi por ejemplo . . .

4 1 (2)
\3) _axa_16  \s5)_1x7_7 3} _ 2x5_10_
(5} 38x5 15 ' (2) 5x2 10 (2 3x2 6
\4) \7) \s)
Finalmente, s6lo nos falta obtener la regla para sumar fracciones, la cual se deriva también de las
propiedades de los nimeros reales.

wl| ;o

y conB=#0.

w| >
WO

Sumemos primero dos fracciones que tengan el mismo denominador :

A C

—+ == E x A+ s x C (dividir por B equivale a multiplicar por su inverso)
B B B B

A C _1 : o L

B + B = E-(A +C) (propiedad distributiva de la multiplicacion )

A C_ A+C . : . .

E + E = 3 (multiplicar por el inverso de B equivale a dividir por B)
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Se ha desmostrado entonces que : para sumar dos fracciones con el mismo denominador,
simplemente se suman sus numeradores y se conserva el mismo denominador .

Por ejemplo:
I) E:M_Ezs
3 3 3
P A - D ) GO
||)E 1—5+\ 5) - -
|||)——_:E (7\_2+(=7) _ -5 _ (5)

2 2 (2 1)_2+1 2 _2x1 _ 1
— 4 —_== 4+ = = dad - = —— = —
|v)3+6 \3+3) 3 1 aoque6

Para sumar fracciones que tengan distintos denominadores, primero se deben transformar usando el
principio fundamental de las fracciones, en fracciones que tengan el mismo denominador comun

A C
Considérese las fracciones E y B con B0y D = 0 .Altranformarlas en fracciones

equivalentes . . .

. . . . A C .
que ya tienen el mismo denominador y por lo tanto, la suma original E + B equivale a la suma :

&s) (&0

Asi que aplicando la regla anterior para sumar fracciones con el mismo denominador se obtiene . . .

A, C_(AD<+cCB
B D \ BD
Por ejemplo:
|) £+E = (fg\\_F[EE\ = 4'(2) +5‘(3) = 8+15 = E
3 2 \32) \23) 3)-(2) 6 6
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i 7o, o7 6\:|:Z+(—6):|: 7+(-6) _ 1
6 )7 e 6

6 6

A
(éste ejemplo ilustra que siempre podemos escribir la unidad como el cociente: 1 = K para

cualquier nimeroreal A # 0)

i 73 _ |'Z (—3)] _ /Zf\ (-3 6)_ 7(4) +(-3)(6) _ 28-18 _ 10 _ 5
6 4 |6 \2)] \632) 78" 6x 4 T 24 24 12
v LB |:7-(108)+72-(23):| _ (756 +1656)) _ 2412
72 108 72 x 108 7776 ) 7776

El resultado de este ejemplo, puede escribirse en su minima expresion, dividiendo la fraccion
por el maximo comun divisor del numerador y del denominador quees. ..

2 2

mcd (2412,7776) = med-[ (22x 32 x 67),(2°x 3°) | = 2

x 3" = 36
yresulta. ..
(2412\ (22 X 32 X 67)
7 23 _ 2412 _|\3 )| _ 22 x 32 _ 67
72 108 7776 (7776 2% x 35 216
\ 36 ) 2 % 32

1.15 El minimo comln denominador .

Como se muestra en el Gltimo ejemplo anterior, cuando se sumamos dos 0 mas fracciones, los productos
podrian llegar a ser nimeros muy grandes y nuestra paciencia para sumarles y luego simplificar el
resultado podria llegar a un limite en el que seriamos tentados a abandonar el procedimiento.

Para simplificar la suma de fracciones y no tentar a nuestra paciencia, es conveniente transformar todas
las fracciones iniciales en otras fracciones equivalentes que tengan un denominador comin, pero minimo,
es decir el menor de todos los posibles, llamado el minimo comin denominador que es simplemente el
minimo comun multiplo de los denominadores de todas las fracciones.

Resolvamos de nuevo el dltimo ejemplo anterior, sumado ahora con el método del minimo comun
denominador:
El primer paso es factorizar los denominadores en sus factores primos . . .

Notemos que minimo comdn multiplo de los denominadores es : mcm(72,108) = 22x 3% = 216.
Transformando entonces cada fraccion en otra equivalente para que tengan el denominador 216 queda:

l+23 :[ 7 ><§+ 23 Xg}:[ 21 N 46 }: 67
72 108 (2)3'(3)2 3 (3)3'(2)2 2 (23).(33) (23).(33) 216
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En el resultado final se obtiene asi una fraccion en su minima expresién que ya no es necesario
simplificar.

Consideremos otros ejemplos. . .

de modo que su minimo comdn mdltiplo es : mem(18,8,12) = 2°x 3% = 72,
Multiplicando cada fraccion por los factores gue le falten para que su denominador sea
igual al mcm se obtiene

5 7 11 5 2? [(—7)} 3? ~11 3 2
—_——_-—— X —+|—=|X—+| —— | X=X —
18 8 12 [ 2.(3?) } 2 23 32 [ 22.(3)} 3 2
(1-(8) | (-12)-(2-(3)

(22)(s2) (2939

20 —63 -
_ 20 (-63) , (-66)
72 72 72

—109

72

5 7 3 7
36 12 20 50

Factorizando en primos los denominadores se obtiene . . .

36 12 20 50 22432 22x3 22x5 2x52

5 7 838 17_ 5 +(_7)+ 3 +(—7)

de modo que mcm(36,12,20,50) = 2°x 3° x 5% = 900 , asi que multiplicando cada
fraccion por los factores que le falten a su denominador para ser igual al mcm, se obtiene :

5 7 3 7 _

7

36 12 20 50
52
2

5 -7 3 52 3 3? 5 -7 2 32
= X—4+|— | X=X—+| — |X—X—4+|— | X=X —
22.32) 5 223) 3 52 \225) 32 5 (25%2) 2 3
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3 2 3 2
5 —7) X 3% 5 3’%x5 —7)xX2%x3
NG N NG

22x32x5%  22x3?x5°  22x3x5°  22x3*x5°

125 (-525) 135 (-126)
— + +—+
900 900 900 900

125 — 525 + 135 — 126
900

—391

900

En resumen, las fracciones tienen las siguientes propiedades . . .

PROPIEDADES DE LAS FRACCIONES
Si A,B,C y D sonnumerosenterostalesque B =0 y D # 0, entonces valen las
siguientes propiedades:
L A C A-C
I') multiplicacion : — X — = —
B D B-D
11') principio fundamental : é = ﬂ = L para X #0
B B-X B
X
. A -A A -A A
I11) regla de signos | =lz=—=— y — ==
B B -B - B
IV) suma A+E: A-D +C-(B)
B D B-D
V) division i = ﬂ
c B-
D
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EJERCICIO 1.1

I. Identificar la(s) propiedad(es) de los nimeros reales ilustrada en cada una de las siguientes igualdades

1. 3+4=4+3
2. (5+11)-6 = (5)-(6) +(11)-(6)
3. 2(X+3)=2X+6

6. 22X+ 2y = 2:(X+Y)
7. X+(y+10) = (x+y)+ 10
8. -10+(8+10) = -10+(10+8) = 0+8=38

4 h+o=h 9. = .(h+6)=1
h+6

5. 70.25 +17.32 = 87.57

Il. Evaluar cada expresion. ( No usar calculadora )

10. (8—17)+3 17. 2—-3-12+1 24. 8-(-6)-(-2)
11. 3—(-6) 18. 7+ (-2) + (-3) 25. (-7)-(5)-(-6)
12. 10-6-2 19. 19+ (-3) - (8) 26. (-7)-(-8)-(-9)
—8)-(—6
13. -3:(5-2) 20. (-5)-(-8) 27. (=8)-(=6)
(—4)-(3)
77 —4
14. (4-7)-(-2) 21. 2-[—\ 28. 3-u
\-11) 6
15 11-6-2+1 0y, 2733 29, Z20+(8)
4 4(~6)
16. 13—-14+2+8 03, 10
-3+ (-2)
I1l. Realizar las operaciones indicadas y reducir . ( No usar calculadora)
30, = 4> 34, (2) (1) 38 — — =
16 \s)\8) y 2
X
31 2.8 35. 4-[2\ 39.
77 \4) 11
2 6
2 o3 3. [4).(1)(3) 0 S5_3,7
\s) \5)\2)\4) 24 64 54
33 2,0 D1 37 21,3 g, 22 2L
11 33 66 5 2 4 10 8 24 18
IV. Evaluar (si es posible) cada expresion .
81—(90 -9
42. % 44. 10-(23-30+7)
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(6:x—4) —2:(3:x—2) 8

43 45 —
-9+ (6+3)

1 2
=X =X+ =X
3 3

V. Sean m y n dosenteros, entonces. ..
e 2-m y 2-n son enteros pares ( porque se pueden dividir entre 2)

e (2m+1)y (2-n+ 1) son enteros impares ( porque el 2 no es uno de sus divisores ) .
Demostrar que . . .

La suma de dos enteros pares es un entero par.

La suma de dos enteros impares es un entero par

El producto de un entero par y cualquier otro entero es un entero par.
El producto de dos enteros impares es impar .

VI Usando las propiedades de los nimeros reales, demostrar que si A = —A entonces A = 0

VII. Un trabajador puede realizar un trabajo en 7 dias y otro trabajador puede hacer la misma faenaen 5
dias . Si ambos trabajan juntos, ¢qué fraccion de la labor realizaran en 2 dias ? .

VIII. Si 3.17 metros de alambre de cobre pesa 425 gramos, ¢cuanto pesaran 857 metros de ese alambre?

IX . Recordando que un ndmero racional expresado en forma decimal termina o presenta un patrén de
repeticion infinito, usar la calculadora para encontrar la forma decimal de cada uno de los siguientes
nlmeros racionales y dar el patron de repeticion:

41
46. > 48. — 50. 85
8 333 750
47. 1 49. L 51. s
3 11 91

X. Representar en forma racional (si es posible) los siguientes nimeros expresados en forma decimal:

52. 3.125 54. 0.12912912.... 56. 1.19444444.....
53. 3.66666..... 55. 0.6363636...... 57. 0.8021978021....

XI. Usar la notacidn de desigualdad para escribir algebraicamente las siguientes expresiones:

58. A no es negativo.

59. B valealomas 5

60. X esunnumero negativo y vale por lo menos —3
61 X esunnumero positivo pero no vale més de 6

62 C valealomas 2 y b tomavaloresentre 2 y 3

63 el nimero X es mayor que el nimero y y ambos toman valores entre —3 y —5
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i)

i)

agrwNE

14.
18.

22.

26.

30.

34.

38

42.
43.

22m+2-n=2-(m+n)

Respuestas ( Ejercicio 1.1)

conmutativa para la multiplicacion 6.
. distributiva de la suma . 7.
distributiva para la multiplicacion 8.
Elemento identidad para la suma 9.
distributiva para la multiplicacion
—6 11. 9 12.
15. 4 16.
19. 8 20.
-2 23. 2 24.
—504 27. -4 28.
1 31. =2 32.
2 7
- 35 3 36.
20
2 —
.X (2-Y) 39. 3-x 40
2-y
0 44,
indefinido (divisién por cero) 45,

asociativa de la suma .

asociativa, inverso e identidad de suma
inverso para la multiplicacion .
cerradura para la suma

40
96

503
1728

0

21.
25.

13. -9
17. —12
~14
210
1
29. =
2
33, 2
66
a—
20
JrR—
45

indefinido (divisién por cero)

(propiedad distributiva de la multiplicacion)

Por la propiedad de cerradura en los enteros, si m y n son enteros, entonces (M + n) €s otro
entero p de modo que 2-(m +n) = 2-p Yy es evidente que éste es un ndmero par

e@m+1)+(2n+1)=2m+2-n+(1+1)

2-(m+n)+2
2-(m+n+1)
2:p

(propiedades distributiva y asociativa )

(propiedad distributiva )

Lasuma m + n + 1 es otro nimero entero P y es evidente que 2- P es un niimero par .

2m+1)-(2n+1) = (2m+1)-(2:n) + (22m + 1)-(2)

(2:m)-(2-n) + (2:n) + (2:m + 1)

4mn+2(N+m)+1
2-(22nm+n+m)+1

(propiedad distributiva )
(propiedad distributiva )
(propiedad distributiva )

Lasuma 2-n-m + N+ m es otro nimero entero p (cerradura) y por lo tanto es evidente que el

resultado tiene la forma 2- p + 1 que es un nimero impar
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VII. Los problemas relacionados con trabajo usualmente se resuelven con el siguiente modelo :
(razon, )-(tiempo, ) + (razon,)-(tiempoy) + ...... + (razén,)-(tiempoy,) = 1

donde

(razén), = !
k tiempo_del_elemento_k_para_realizar_el_trabajo_entero

(tiempo), = (tiempo_que_trabajo_el_elemento_k)
siempre y cuando cada elemento realice el trabajo a un ritmo constante .

En el problema, se tiene :

. ) 1 . .
Trabajador # 1 : razon, = - ; tiempo, = 2-dias
7-dias
. ) 1 . i
Trabajador # 2 : razén, = : ; tiempo, = 2-dias
5-dias

Usando el modelo anterior queda . . .

1 . 1 . 2 2
— |-2-dias + — |-2-dias = —+—= = —
7-dias 5-dias 7 5 35

y en 2 dias, ambos trabajadores habran realizado 24 de 35 partes (68.6%) del trabajo total

VIII. Héagase la proporcion :
(3.17)-metros _ (857)-metros

(0.425)-kg X
857-metros
3.17-metros

y resolviendo para X resulta X = ( j-(0.425)-kg = 114.89-kg

25 33 43

X 52. — 53. — 54 — 55. —
8 9 333 11
56, 22 57. 12
36 91
XI. 58. A>0 59. B<5 60. -3<x<0 61 0<x<6
62 c<2<b<3 63 -5<y<X<-3
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EJERCICIO 1.2 (no usar calculadora)

I. Sumar

1. (4+5+3)+8 2. 60— (8+7+5)

3. 150 — (14 —6) 4, (8+4+3)+(6+5+11)

5 (9-6)+4 6. (5+6)+(7+8)

7. (6-8)+(4-7) 8. (-9+5) +(7-2)

9. 56— (3+5-11) 10. (43 -15)-19

11. (11-5)—-(9-3) 12. (9—4)+(8-13)

13. (40 —85) — (80 — 95) 14, (-13+6—-4)—(-9+7-2)

15. (3—-6+9)—2—(-8-7+1) 16. (14+5) —(6—-4+3)+(6—4+2)
17. 300-(5-2) - (9-3) +(5-4) 18. (7-5)+(13-4) - (17+3) + (18 - 9)

19.(15-7) +(6-1) - (9-6) +(19+8) - (3-1)

20. (-8-1)—(16-9)+4-1+9-6+(11-6) - (9-4)

21. —20 - [-5—-(-13 +2)] 22. 2-[(-15+7) - (14 - 23)]
23. (59-35)-[-14+[9-6-(3-5)]]

24. [(6—13)—(3-12)] -[(9—6) - (-6—7)]

25. 8+[9—-[-6—-(-5-4)]]-[11-[7-(3-2)]] 26. (9+4)—-(9—14)
27. (10 +30) — (30 — 10) 28. (a+5)—-(5—-2a)
29. (6+5)—(6—05) 30. (10 —30) — (10 + 30)

3. (x+Yy)—=(x—-Y)

I1. Efectuar las operaciones indicadas

32. 9+ (2)-(3) 33. (3):(4) - (5)(6)
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34. 15 - (5)-(3) ~ 4 35 9 (6)-(~4) -5
36. (-5)-(~7) ~3+ (8)-(-2) 37. (3)-(-2) - (-7)-(-4) + 21

3. (5)-(-1) + (1)-(2) + (6)-(-3) 39. (2)-(7) - (5)-(4) + (3)-(6) — (2)-(11) + 13
4. (8-5+3)-(4-0) 4. (2-5)3+(4-1)-(-0)

42. (-3)-(13-7) + (-4)-(3++6)
43. 160 — (3)-(2—5) + (-6 —3)-(17-8) + (-5—3)-(18 — 7)
44. [(5+3)-2+(6—2)-5]-[8:(6—3)]

45. —82+[20-3-(4) +5[18—(6—1)-3+(5-2)-4]]

46. (12-7)-(12+7) 47. (5+4)-(5-4)
48. (10 + 30)-(30 — 10) 49. (-3-5):(-3+5)
50. (-5+6)-(6+5) 51. (a+3)-(a-3) 52. (x+VYy)-(x—-1Y)

I. Hallar el m.c.d. de los nimeros indicados en cada ejercicio

53. 2168 , 7336 , 9184 54. 425 , 800 , 950

55. 1560 , 2400 , 5400 56. 465 , 744 , 837, 2511
57. 153 , 357 , 187 58. 858 , 2288 , 3575

59. 136 , 204 , 221, 272 60. 57 , 133 , 532, 1824

61. ¢Cual es la mayor longitud de una regla que cabe exactamente un nimero entero de veces en
el largo de 850 cm y el ancho de 595 cm de una sala ?

62. Se tienen 3 extensiones de terreno de 3675, 1575y 2275 metros cuadrados respectivamente y se
desea repartirlos en parcelas iguales. ;Cual ha se ser la superficie de cada parcela para que el
numero de parcelas en cada terreno sea el menor posible ?

63. Se tienen tres varillas de 60 cm, 80 cmy 120 cm de longitud respectivamente. Se desea dividirlas
en pedazos de la misma longitud sin que sobre ni falte nada.
Encontrar tres longitudes posibles para los pedazos

64. Se quieren envasar 161 kg, 253 kg y 207 kg de plomo en tres cajas, dividiéndolo en pequefios
blogues iguales. ;Cual es el mayor peso para cada bloque y cuantos bloques habra en cada caja?
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IV. Hallar el m.c.m. de los nimeros indicados en cada ejercicio

65. 5,7 , 10, 14 66. 2,3, 6, 12, 50

67 14 , 38 , 114 ,56 68. 98 , 490 , 2401, 4900
69. 14 , 28 , 30 , 120 70. 529 , 1058 , 1587, 5290
71. 21, 39 , 60, 200 72. 3,5 ,15, 21, 42

73. Hallar la menor distancia que se puede medir exactamente con tres reglas distintas de 2, 508 m de largo .
74. Tres aviones salen de la misma ciudad, el 1° cada 6 dias, el 2° cada 9 dias y el 3° cada 15 dias.
Si salen juntos de le mismo aeropuerto el 1 de marzo, ¢cudles son las dos fechas méas proximas en que
vuelven a salir el mismo dia ?

75. ¢Cual es la menor longitud de una varilla que se puede dividir en pedazos iguales de 6, 10 0 14 cm de
longitud sin que sobre ni falte nada y cuantos pedazos se obtendrian en cada caso ?

Respuestas (Ejercicio 1.2)

1. 20 2. 40 3. 142 4. 37
7 6. 26 7. =5 8. 1
9. 59 10. 9 11. o 12. 10
13. —-30 14. -7 15. 18 16. 18
17. 292 18. 0 19. 35 20. —-10
21. —26 22. 1 23. 33 24. —14
25. 9 26. 8 27. 20 28. 2-a
29. 10 30. —60 31. 2y 32. 15
33. —18 34. —4 35 28 36. 16
37. —13 38. —9 39. 3 40. —-12
41. -27 42. —54 43. 0 44. 864
45, 1 46. 95 47. 9 48. 800
49. -16 50. 11 51, a°—9 52. X' -y
53. 8 54. 25 55. 120 56. 93
57. 17 58. 143 59. 17 60. 19
61. 85-cm 62. 175:m’ 63. 5,10Y20 64 23kg, (7,11,9)
65. 70 66. 300 67. 3192 68. 240100
69. 15960 70. 15870 71 54600 72. 210
73. 40-m 74. 29 de mayo y 27 de agosto 75. 210-cm, 35, 21y 15 trozos
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EJERCICIO 1.3 Fracciones . ( no usar calculadora )

I. Reducir las siguientes fracciones a su minima expresion . Es decir, a una forma en la que el

denominador y el numerador de la fraccién son numeros primos relativos .

REGLA : Dividase el numerador y el denominador de la fraccién entre su mcm )

L 8 213 332 . 82
147 637 415 - 979
5 2002 1212 6170 2006
" 5005 1515 7404 7021
9 7075 2401 8505 32828
' 11320 19208 13365 35092
126014 40620 ﬁ
162018 69054 685

Il. Realizar las operaciones sefaladas de fracciones y expresar el resultado en su minima expresion:

1. E><i E><E 3. ><f 4 f><E
4 15 4 27 8 3 8

5 4.2 6 2,9 7 9.2 g &, 10
5 12 15 12 8 3 15 8

9 E><£><Z 10 E><§><i 11.§><—><— 12.g><E><E
2 5 9 7 6 20 8 10 4 8 6

13. E><3><i><E 14—x£xix§ 15—><£><E><§
3 6 3 16 16 6 8 6
(5) (4) (2) (7) (4) (12)

o M 8 \8) g Le) s, Ls)
(15) (8) (4) (14) (16) (4)
ey, \9) \12) \3) \20) \15)
(24) (8) (32) (108 2 4

22. \3) 23 \15) 24, \7) 25 \ 48 ) 26, Sx > 71y %
4 4 8 2 2 4 4 4

12 3 14 72 5 12
8 3 10
28 25> 20 24,5 30, 6——
6 4 8 3 8 >
3 4 12
Pedro Ferreira Herrejon 48 Conceptos fundamentales




Matematicas Basicas

2 4 3 5 2 4 8
31. —+2 32, —+— 33 ——— 34, —+-—
3 3 2 4 3 5 3
5 8 3 4 3 2 5 5 4 1
3., ——— 36, —+—-1 37, ———+-— 38, —————
2 9 7 5 4 3 2 4 3 8
6 8 5 9 7 2 5 1 3 5 7
39. —+—-240. — ——+— 4, — —— —— 42, — —— ——
5 3 4 8 12 3 6 12 4 8 12
7 4 - 1 4 1 1 1 1 1 1 1
43.—+E—— 44, —5+—5+— 45 — ——4+ ——— 46 — —— —— +—
12 9 24 6 90 7 6 7 12 14 9 15 6 30
2 7 11 13 15 1 1 15 31 43 11
47, — 4+ — —— 4+ — 48 — - — - — - — 49, - +
40 80 36 72 16 48 96 80 108 120 150

Sumar las siguientes fracciones mixtas:

3 1 3 2 7 3 3 2
50. 4.5 2.1 51. 5.5 44252 3.1 _5.3 53, 1-2.243.2
4 5 2 3 8 5 4 7
7 1 1 2 1 1 1 1
50, 2_42_31 55 glyl 5 32 56. 52232 41,51
6 2 8 4 8 3 2 3 4 5

1 . .1 . . L
57. Un hombre vende 3 de su finca, alquila 5 del resto y lo restante lo cultiva. {Qué porcion de la

finca inicial cultiva ?
.1 - .1 . -
58. Perdi z de mi dinero y presté 5 Qué parte de mi dinero me queda?
1 - , 1 . -
59. Perdi < de mi dinero y presté P de lo que me quedaba. ¢Qué parte de mi dinero me queda ?

3 ., 2 . .
60. Los p de un pastel se los comi6 Juan, — del resto se le da a Maria y lo que queda me toca a mi.

¢ Qué parte del pastel me corresponde ?

. 4 1
61. Sicompro 8 gomas de $ T cada una, pago con 3 metros de tela de $ 2«5 el metro. ;Debo algo

aun ?

. 1 3 . . o . o
62. Laedad de Maria es s de los 2 de la edad de Juana. Si Juana tiene 24 afios, ;cuantos afios

tiene Maria ?

63. Si en 5 minutos estudio los 3 de la pagina de un libro, ¢ en cuanto tiempo estudiaré 10 paginas ?

64. Un padre deja a su hijo mayor é de su herencia , al segundo hijo le deja % del resto, y al

tercero los $ 200 000 restantes. ¢ A cuanto ascendia la herencia ?
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I11. Simplificar las siguientes fracciones complejas.

(1,3) 3,1 ) (3,4 _8)
. \2 " 4) , \5 "3 ) 5 \2 "5 3)
(23 5.1 2.6,
\5 8) 45 4 8
1 4 1.5
2453 14> 2
(6_53 ,,1) (4) (1)
. \s5 10 ' 3) : \ 15 ) A \s)
(2 _4 _5) 1 2 1 2
4= —3.—42.= - - = S
) 4) 2 3, 43
(1) (5)
\s) \s)
5.1 s_1
1.3 4 2 2 4
2 (4) 3 (3)
N \12) N \8)
3_2 3_2
2 3 3 4 3 2
(1) 2 (1) 3
\s) \ 24
V. Determinar cual de las fracciones dadas es mayor.
, B , 2 8 5 25 2
15 ' 14 27 ' 26 63 9 32 ' 5
5 481 6 20 5 , % 7 g 120 16
56 8 150 ' 4 84 ' 6 64
I T
320 5 1026 4 16 3 24 ' 32
13.§,§ 14.ﬁ,E 15.@,2
64 4 32 9 520 = 21
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Respuestas ( Ejercicio 1.3)

1. 2 2. 3 3 2 4 L 5, 2 6. =
3 7 5 11 5 5
7. 2 8. 2 9. > 10. = 1 12 2
6 7 8 11 31
13. L 14, 0 15 2
9 17 5
I1.
1. 2 2. & 3, L 4 1 5, 2 6. 1
3 9 3 3
7. 3 g 1 9. 1 10. 2 1 L 2. P
2 2 15 56 12 32
13. 1 10 B 15 20 16. 2 17. 2 18. 2
4 3
1
O 20. 1 21. 15 22. 24 23 2 24. 8
5 9
25. 6 26. > 27. 1 28 1 29, — 30. 36
4 20
31, 9 3. 33. 3. 22 35 22 36. 2
3 6 12 15 18 35
37. 32 38 > 39, 28 40, X7 - 4, “1
12 24 15 24 4 24
43. 2 a0, 2 45 L 46. 2 a7, L 18 =2
36 21 28 45 80 32
49, 21 50, 2.1 51 112 520 1.2 53 1. s el
5400 20 6 40 28 24
R 56. 57. 5g. 2/ 59. 60. >
24 60 12 40 10 8
1 .
6L Si,— 62 3aos 63 Lh,15-min 64. $ 500 000
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—64 -2 79 -1 24
1. 50 2. —— 3. — 4, — 5, — 6. —
87 5 83 8 5
19
7. — 8. —4
14
V.
25 24 2 24 4
1. — < — 2.i>i 3.—8 E 4, — < —
15 14 27 26 63 9 32 5
48 7 200 5 96 7 120 16
5, — < — _— > = 7. — < — 8 — > —
56 8 150 4 84 6 64 9
240 4 684 3 20 4 96 104
9. — < -— —_— < - 11, — < — 12 — > —
320 5 1026 4 16 3 24 32
28 3 44 12 286 12
13. — < — 14, — > — 15, — < —
64 4 32 9 520 21
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